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Einleitung

C. G. Jacobi publizierte im Jahr 1842 folgenden Satz: Das
sphirische Bild der Hauptnormalen einer stetigen geschlossenen
doppelpunktlosen Raumkurve teilt die Oberfliche der Einheits-
kugel in zwei gleiche Teile. Im Jahre 1931 fand W. Fenchel, dass
dieser Satz im folgenden enthalten ist: Die Indikatrix der Tangenten
einer geschlossenen stetigen sphérischen Kurve teilt die Einheits-
kugel in zwei flichengleiche Teile. V. Avakumovi¢ erginzte im
Jahre 1951 diese zwei Sitze mit folgendem Satz: Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass die sphérische Kurve k
das Tangentenbild einer stetigen geschlossenen und doppelpunkt-
losen sphirischen Kurve sein soll ist, dass die Kurve k zwei
flichengleiche Teile der Einheitskugel begrenzt.

In dieser Arbeit werden diese Sitze auf eine einfache Weise
hergeleitet, die sich auf keine differentialgeometrische Mittel stiitzt,
sondern aus einen einfachen visuell klaren Grenziibergang besteht.
Auf diese Weise werden auch zwei neue Eigenschaften erhalten,
die mit den erwihnten Sitzen in Zusammenhang stehen.

1.

Es sei auf einer Kugel K ein Kreis ¢ gegeben. Das sphirische
Bild s der Tangenten dieses Kreises auf derselben Kugel ist
derjenige seiner Hauptkreise, dessen Ebene mit der FEbene des
Kreises ¢ parallel ist. Der Kreiskegel des Kreises ¢ und des Mittel-
punktes O der Kugel K sei mit (Oc) bezeichnet. In seiner Ver-
lingerung iiber den Scheitel O durchdringt der Kegel (Oc) die
Kugel K in noch einem Kreis ci, der dem Kreis ¢ gleich ist, und
dessen Ebene offenbar mit der Ebene des Kreises c¢ parallel ist.
Der Hauptkreis s ist also das sphirische Tangentenbild auch des
Kreises cj.

Teilt man den Kreis ¢ in n gleiche Teile t;, dann teilen die
diese Teilpunkte enthaltenden Erzeugenden des Kegels (Oc) den
Kreis ¢; offensichlich auch in n gleiche Teile t,! die den Teilen
t gleich sind. Mit jeder lidngs dieser Erzeugenden an diesen
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Kegel (Oc) gelegten Berlihrungsebene schneide man die Kugel K
in Hauptkreisen, und ziehe nur diejenigen Hilften dieser Haupt-
kreise in Betracht, die durch Teilung durch die Erzeugenden ent-
standen sind, und sich immer auf derselben Seite befinden, so dass
keine zwei von ihnen sich schneiden kénnen. Alle derartigen
Hauptkreise teilen die Oberfliche der Kugel K zwischen den
Kreisen c,c¢; in n gleiche Teile, die teilweise auch durch Teile der
Kreise ¢, ¢; begrentz sind, und der Hauptkreis s hilftet den Flichen-
inhalt aller dieser Teile. Dies gilt offenbar fiir jede Zahl n, die
auch ins Unendliche streben kann. Sind die Kreise G, ¢; unendlich
klein, ziehen sich also in zwei diametrale Punkte C, C; zusammen,
dann ist der Hauptkreis s der auf dem Diameter CC; normal
stehende Hauptkreis.

Man nehme an, dass ein Halbhauptkreis k sich auf der Ober-
fliche der Kugel K so bewegt, dass seine Grezpunkte die Kreise
¢, ¢; durchlaufen und dieser bewegliche Haupthalbkreis k in diesen
Grenzpunkten die Kreise ¢, c; beriihrt. Bei dieser Bewegung wird
der Haupthalbkreis k die ganze Oberfliche der Kugel K zwischen
den Kreisen c¢,c¢; iiberdecken, und sein Hilftepunkt S wird den
Hauptkreis s beschreiben, Die Verbindungsgerade O S ist immer
mit den Tangenten der Kreise ¢, ¢; in den Grenzpunkten des betref-
fenden Halbhauptkreises k parallel. Es handelt sich hier offenbar
um eine Rotation des Halbhauptkreises k, und im Falle der eben
erwéhnten Punkte C,C; geht diese Bewegung in eine Rotation um
die Achse CC; iiber.

2.

Es sei ¢ eine stetige doppelpunktlose auf der Kugel K liegende
Kurve, und c; die beziiglich des Mittelpunktes O ihr zentralsym-
metrisch auf dieser Kugel liegende Kurve. Man bezeichne diese
zwei Kurven c, ¢y einfach als »antipodische« Xurven der Kugel K.
Offenbar begrenzen zwei geschlossene antipodische Kurven auf der
Kugel K zwei gleiche Flichenteile dieser Kugel.

Man wihle auf der Kurve c beliebig zwei Punkte A, B, welchen
auf der antipodischen Kurve ¢; die Punkte Ay, By zugeordnet sind.
Die Tangente der Kurve ¢ im Punkt A sei mit a bezeichnet. Abb. 1.
Alle Ebenen der Geraden a schneiden die Kugel K in Kreisen, die
die Kurve ¢ und die Tangente a im Punkt A beriihren. Man wihle
diejenige dieser Ebenen, die den beliebig gewihlten Punkt B der
Kurve c enthilt, und die Kugel K im Kreis d schneidet. Der anti-
podische Kreis d; enthilt die Punkte A;, B; und beriihrt im Punkt
A, die Tangente a; der Kurve c¢;, also auch diese Kurve. Die
Ebenen der Kreise d, d; liegen offenbar im Raum parallel, Auf der
Kugel K ziehe man jetzt drei Haupthalbkreise k,k; und I, so, dass
die Haupthalbkreise k,k; die antipodischen Kurven ¢,¢; in den
Punkten A, Ay resp. B, B; beriihren, wihrend der Haupthalbkreis
li in den Punkten B,B; die Kreise d,d; beriihrt. Die drei Haupt-
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halbkreise k, k; und ! laufen aus ihren Ausgangspunkten auf die-
selbe Seite hinaus. Gleitet also der Haupthalbkreis k auf der Kugel
K so vorwirts, dass seine Endpunkte A, A; auf der Kurven c,¢;
bleiben und er in diesen Punkten die Kurve ¢, resp. die Kurve ¢y
beriihrt, gelangt dieser Haupthalbkreis k auch in die Lage ki, und
durch eine kleine Rotation um den Durchmesser BB; auch in die
Lage li. Man ziehe jetzt denjenigen Teil der Oberfliche der Kugel
K in Betracht, der durch die Haupthalbkreise k, k; und durch die
Bogen AB, A;B; der Kreise d,d; begrentz ist, und innerhalb
welchen sich der Halbkreis 1; befindet. Man bezeichne diesen
sphiirischen Flichenteil mit A Bky By Ajk. Der Haupthalbkreis li

teilt diesen Flichenteil in den Teil ABlL By A1k und in den Teil
k1, innerhalb der Punkte B,Bj, der durch die Haupthalbkreise
ki, l; begrentz ist. Es seien die Hilftepunkte der Haupthalbkreise
k, ky und 1y mit S, Sy und Ly bezeichnet. Auf Grund der Betrachtun-
gen in Abt. 1 wissen wir, dass der Bogen S Ly des Haupthalbkreises
der Punkte S, L; den sphérischen Flichenteil ABl; By A1k in zwetl
gleiche Teile teilt, wihrend der gleichartige Bogen L1 S; dasselbe
mit dem Flichenteil k;l; tut. Die Kreisbogen SLy und Ly S; teilen
also zusammen den sphirischen Flichenteil ABkyBj Ajk in zwei
gleiche Teile, wenn die Bogen A B, A; By als Bogen der Kreise d,d;
betrachtet werden. Die sphéarischen Fléchenteile, begrenzt inner-
halb der Punkte A,B durch die Kurven d,c¢, und innerhalb der
Punkte A, B; durch die Kurven di,ci, sind gleich, da sie anti-
podisch auf der Kugel K liegen. Ziehen wir jetzt diese zwei
Flichenteile dc und dy ¢y von dem Flichenteil A Bky B1 4; k ab, in
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welchem die Bogen AB und A; B; zu den Kreisen d,d; gehoren,
dann bleibt der gleichnamige Flichenteil iibrig, wo aber jetzt die
Bogen AB, A;1B; als Bogen der Kurven c,c¢ betrachtet werden
miissen. Diesen sphirischen Flichenteil der Kugel K teilen also die
zwei Kreisbogen SL,Ls S; auch in zwei gleiche Teile.

Bewegt sich jetzt der Haupthalbkreis k auf der Kugel K so, dass
seine Grenzpunkte A, A; lings der Kurven c¢, ¢y diese beriihrend
gleiten, dann beschreibt der Hélffpunkt S dieses Haupthalbkreises
k eine sphirische Kurve s, die, selbstversténdlich, auch den Halfte-
punkt S; des Haupthalbkreises ki enthélt. Man betrachtet nun auf

der Kurve ¢ den Hilftepunkt C ihres Bogens ﬁ, dessen antipodi-

e

scher Hilftepunkt der Bogens A; B; mit C;y bezeichnet sei. Werden
jetzt unsere Ausfithrungen auf den Teilen AB und A; Bi der XKurven
¢,c; analog auch auf den Teilen AC, A;C; und CB,Ci By dieser
Kurven so durchgefithrt, dass auf den Teilen AC, A1C; die End-
punkte A, A; dieselbe Rolle behalten wie vorher, und die Punkte
C,C; die Rolle der Punkte B,B; iibernehmen, wihrend auf den
Teilen C B, C; B, die Punkte C,C; die Rolle der Punkte A, A4 spielen,
bekommt man zwei analoge neue sphirische Flichenteile, deren
Inhalte zusammen dem Inhalt des Flichenteiles A Bks By A¢ k gleich
sind, wenn die Bogen AB, A;B; auf den Kurven c,c¢; liegen. Der
Haupthalbkreis der Punkte C, Cy, der in diesen Punkten die Kurven
c,c1 beriihrt, heise ks, wihrend die dem Halbkreise I; analogen
Halbkreise der Punktepaare C,Ci, B, B; mit lg! und I bezeichnet
seien. Die Hilftepunkte dieser Haupthalbkreise ky, lo!, [/ seien mit
Sy, Lol und Ly bezeichnet. Der Hilftepunkt Sp des Halbkreises ko
befindet sich auf der Kurve s, wihrend die Hilftepunkte Ls! und
Lol der Halbkreise Iy und l! der Kurve s viel niher liegen als
der Hilftepunkt L; des Halbkreises 1, weil die Winkel, die die
Tangenten der Kurve ¢ und der betreffenden Kreise d,d; in den
Punkten A,C,B bilden, kleiner sind, was wegen der Verkiirzung

der Lingen der Bogen AC und CD auf die Hilfte des Bogens
AB, resp. der Bogen A;C; und CiB; auf die Hilfte des Bogens

ﬁl eintreten muss. Dies gilt offenbar auf Grund der stillschwei-
genden Voraussetzung, dass auf dem Bogen AB der Kurve ¢ kein
Wendepunkt dieser Kurve liegt. Die Punkte A, B kiénnen namlich
immer so gewihlt werden, dass innerhalb des Bogens AB kein
Wendepunkt liegt, und sollte einer vorhanden sein, kann er als
Grezpunkt des beliebig angenommenen Bogens, so wie die Punkte
A, B, angenommen werden.

Teilen wir jetzt die entstandenen Bogenteile AC und CB auf
dieselbe Weise weiter mit allen mit dieser Teilung verbundenen
Betrachtungen, und die neu entstandenen Teile auf dieselbe Weise
wieder weiter, d. h. wir betrachten »unendlich kleine« Teile des

Bogens Z—ﬁ Die Hilftepunkte S, der neu entstandenen Haupthalb-
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kreise k, bleiben immer auf der Kurve s, wihrend die Hilfte-
punkte L,” der Haupthalbkreise 1,” der Kurve s immer niher
riicken. Beim Grenziibergang dieser Teilung auf unendlich kleine
Teile des Bogens AB kommen auch alle Hilftepunkte L, -der
Kurve s unendlich nahe, resp. sie liegen auf der Kurve s. Die
Kurve s teilt also die sphirische, durch das vierseit ABk;B; A1 k
begrenzte Oberfliche in zwei gleiche Teile. Da dies fiir jeden
Bogenteil der geschlossenen sphirischen Kurve c, resp. ¢, gilt,
und die durch die sphirischen geschlossenen Kurven ¢ und ¢; auf
der Kugel K begrenzten Flicheninhalte gleich sind (antipodische
Flacheninhalte), folgt offenbar, dass das sphirische Tangenten-
bild einer geschlossenen sphirischen doppelpunktfreien Kurve die
Oberfliche der Einheitskugel in zwei gleiche Teile teilt. Wir haben
also auf diese Weise die bekannten Sitze vom Jacobi und Fenchel
hergeleitet und bewiesen.

3.

Néhert sich bei der in Abt. 2. beschriebenen Bogenteilung des
Bogens AB der immer neu gewihlte Hilftepunkt C* dem Punkt
A, dann kommt der betreffende Kreis d, dem Schmiegkreis der
sphirischen Kurve ¢ im Punkt A unendlich nahe, wobei er beim
Grenziibergang des Teilpunktes C* in den Punkt A die Stelle des
Schmiegkreises iibernimmt. Auf Grund dessen und unserer Be-

trachtungen und Schliisse in den Abt. 1 und 2, gilt also folgender
Satz:

Das sphirische Tangentenbild einer geschlossenen doppelpunkt-
losen sphirischen Kurve c einer Kugel K ist die spirische Hiill-
kurve derjenigen Hauptkreise dieser Kugel, deren Ebenen zu den
Schmiegebenen dieser sphdrischen Kurve ¢ parallel sind.

Diese sphirische Hiillkurve teilt also die Oberfliche der Kugel
K in zwei gleiche Teile.

4.

Der Verbindungskegel (Oc) des Mittelpunktes O der Kugel K
mit einer ihrer sphéirischen geschlossenen Kurve ¢, schneidet diese
Kugel K in der antipodischen Kurve c¢;. Die durch den Mittel-
punkt O und durch die Schmiegkreise der sphirischen Kurve c
bestimmten Kegel sind offenbar die Schmiegkegel des Kegels (O c)
lings seiner Erzeugenden. Der Kegel der Achsen aller dieser
Schmiegkegel ist der Evolutenkegel des Kegels (O ¢) und er sei mit
(Oe) bezeichnet. Der Kegel (Oc) ist also der Evolventenkegel des
Kegels (Oe), der die Kugel K in unserer sphirischen Kurve c¢
schneidet. Der Kegel (Oe) hat aber unendlich viele Evolventen-
kegel (Oc;), und jeder dieser Evolventenkegel (Oc;) schneidet die
Kugel K in einer sphirischen Kurve c¢; und in der dieser Kurve
antipodisch liegenden Kurve c;!. Alle diese sphirischen Kurven e¢;
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der Kugel K sind orthogonale Trajektorien der sphirischen Kurve
e auf dieser Kugel, der Schnittkurve dieser Kugel mit dem
Evolutenkegel (Oe), und alle diese sphirischen Kurven c;, eim-
schliesslich der Kurven c, ¢i, schneiden diejenigen Haupthalbkreise
der Kugel senkrecht, die die sphirische Kurve e einhiillen. Wie be-
kannt, sind die Hauptkreise einer Kugel deren geodétischen Linien.
Auf Grund des bekannten Satzes iiber die orthogonalen Trajektorien
der geoditischen Linien weiss man, dass diejenigen Abschnitte auf
derartigen Hauptkreisen, die auf ihnen von irgend welchen zwei
orthogonalen Trajektorien ¢,c; abgeschnitten werden, gleich sind.
Derartige orthogonale Trajektorien auf der Kugel K heissen sphé-
rische Parallelkurven dieser Kugel. Die orthogonalen Trajektorien
konnen offen {transzendent) oder geschlossen (endlicher Linge)
sein. Es gilt offenbar, dass alle derartigen sphirischen orthogonalen
Trajektorien geschlossen sind, wenn eine von ihnen geschlossen ist.
Allen Punkten derartiger sphirischer Parallelkurven, die auf
einem Beriihrungshalbkreis der sphérischen Kurve e liegen, ist
derselbe Punkt der sphirischen Kurve s zugeordnet, weil die
Tangenten dieser sphirischen Parallelkurven in diesen Punkten auf
der Ebene dieses Beriihrungskreises senkrecht stehen, also unter-
einander parallel sind.

Man nehme jetzt auf der Kugel K eine geschlossene doppel-
punktlose Kurve s an, die die Oberfliche der Kugel K hélftet, und
errichte im Mittelpunkt O dieser Kugel die Normalen auf die Ebenen
derjenigen Hauptkreise, die diese sphirische Kurve s einhiillen.
Man bekommt so den bekannten Kegel (Oe). Alle Evolventenkegel
(Ocy) dieses Kegels (Oe) durchdringen die Kugel K in sphérischen
Kurven ci, ¢!, die alle das gemeinsame Tangentenbild s haben
werden. Wie schon erwiihnt, sind alle derartigen sphérischen Kur-
ven c;, ¢! geschlossen, wenn wenigstens eine unter ihnen geschlos-
sen ist. Wie schon in der Einfithrung erwihnt, hat V. Avakumovié¢
bewiesen, dass fiir jede sphérische Kurve s, die die Oberfldche
jhrer Kugel hilftet, immer auf dieser Kugel eine stetige doppel-
punktlose geschlossene Kurve besteht, deren Tangentenbild diese
sphirische Kurve s ist. Dieser Satz von V. Avakumovié kann also
durch folgenden ergiénzt werden:

Fiir jede geschlossene doppelpunktlose sphdrische Kurve 8
einer Kugel K, die die Oberfliche dieser Kugel hilftet, bestehen
ool gphdrischer geschlossener Kurven auf dieser Kugel, fiir die
diese sphirische Kurve s das gemeinsame Tangentenbild auf dieser
Kugel ist.

(Eingegangen am 12. XII 1968.) Mathematisches Institut
der Universitit Zagredb
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PRILOG STAVCIMA C. G. JACOBIJA, W. FENCHELA
i V. AVAKUMOVICA

Vilko Nide, Zagreb

SadrZaj

Poznati stavak C. G. Jacobija (1842) o sfernoj slici glavnih
normala neprekinute zatvorene prostorne krivulje bez dvostrukih
tataka, nadopunjen kasnije stavcima W. Fenchela (1931) i V. Ava-
kumoviéa (1951), izveden je ovdje postupkom, koji se nebi mogao
nazvati strogo matemati®kim, ali je vizuelno i logi¢ki vrlo jasan.
Tim postupkom dobivena su i ova dva stavka:

a) Sferna slika tangenata zatvorene neprekinute sferne krivu-
lje bez dvostrukih tadaka je anvelopa onih glavnih kruZnica njene
kugle, &ije su ravnine usporedne s ravninama oskulacionih kruZni-
ca te sferne krivulje.

b) Za svaku zatvorenu neprekinutu sfernu krivulju s bez dvo-
strukih taaka, koja povrSinu svoje kugle dijeli na dva jednaka
dijela, postoji na toj kugli ! neprekinutih zatvorenih sfernih kri-
vulja, kojima je krivulja s zajednilka sferna slika njihovih tan-
genata.



