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Die Schnittgeraden der kollinear zugeordneten Ebenen zweier
kollinearen Riume sind mit den Verbindungsgeraden der kolinear
zugeordneten Punkte dieser Riume identisch. Durch derartige Gera-
den wird, wie bekannt, ein Rey escher tetraedraler Strahlenkom-
plex gebildet. Die Hauptpunkte und die Hauptebenen dieser zwel
kollinearen Riume, die in Paaren auch konjugiert imagindr sein
konnen, bilden das Haupttetraeder des erwidhnten tetraedralen
Strahlenkomplexes. In unseren Ausfiihrungen werden nur Haupt-
tetraeder mit reellen Eckpunkten und reellen Seitenebenen in Be-
tracht gezogen,

Neben anderen Eigenschaften des Reyeschen tetraedralen
Strahlenkomplexes ist auch die folgende bekannt: Die durch die
Eckpunkte des Hauptettraeders gehenden Ebenen der Strahlen des
tetraedralen Strahlenkomplexes, und die Schnittpunkte dieser Strah-
len mit den diesen Eckpunkten gegeniiberliegenden Seitenebenen
des Hauptetraeders bilden Ebenenquadrupel und Punktgquadrupel,
deren gleichnamige Doppelverhiltnisse den gleichen und fiir alle
Komplexstrahlen denselben Wert haben. Unter den gleichnamigen
Doppelverhiltnissen eines die Eckpunkte enthaltenden Ebenen-
quadrupels und eines durch die Schnittpunkte gebildeten Punkt-
quadrupels eines und desselben Komplexstrahles sind diejenigen
Doppelverhiltnisse zu verstehen, bei denen sich der Schnittpunkt
des Strahles mit einer Seitenebene im Punktdoppelverhiltnis an
derselben Stelle befindet, wie die den Gegeneckpunkt enthaltende
Ebene im Ebenendoppelverhidltnis, Der gemeinsame Wert der
erwihnten gleichnamigen Doppelverhiltnisse aller Komplexstrahlen
ist als charakteristische Invariante des tetraedralen Strahlenkom-
plexes bekannt, Da jedes Punkt- oder Ebenenquadrupel 24 Doppel-
verhiltnisse hat, die zu je vieren die sechs bekannten untereinander
abhingigen Werte haben, folgt sofort, dass jeder R e y escher tetrae-
draler Strahlenkomplex sechs charakteristische, untereinander ab-
hingige Invarianten hat. Unter der charakteristischen Invariante
eines tetraedralen Strahlenkomplexes ist immer einer dieser sechs
Werte gemeint.

In dieser Arbeit wird zuerst die Zahl der Reyeschen tetrae-
dralen Strahlenkomplexe eines gemeinsamen Haupttraeders be-
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trachtet, bei denen eine der sechs charakteristischen Invarianten
einen gegebenen Wert hat, Es werden auch solche tetraedrale
Strahlenkomplexe betrachtet, deren charakteristische Invariante
gleich ~—1 ist, und die als harmonische R ey esche tetraedrale
Strahlenkomplexe bezeichnet werden kénnen. Weiter werden mit
Hilfe von Sextupeln solcher tetraedraler Strahlenkomplexe mit
gleichwertigen charakteristischen Invarianten in Bischeln solcher
Strahlenkomplexe eines und zweier Haupttetraeder interessante
stereometrische Sédtze des Geradenraumes abgeleitet.

1. Vor den Hauptbetrachtungen in dieser Arbeit soll folgende
elementare Aufgabe gelost werden: Es sind auf einer Geraden drei
Punkte A, B, C gegeben. Wie viele Punkte D, gibt es auf dieser
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Geraden, die in den Punktquadrupeln A, B, C, D, derartige Doppel-
verhiltn’sse bilden, dass einer von den 24 Doppelverhéltnissen
dieses Punktquadrupels einen gegebenen Wert A hat? Denselben
Wert haben selbstverstdndlich alle vier Doppelverhéltnisse der
gle’chwertigen Gruppe in diesem Punktquadrupel.

Auf Abb. 1a) sollen A, B,C die drei gegebenen Punkte sein,
und es sei 4 = 3/2. Ziehen wir durch den Punkt C eine beliebige
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Gerade p, und tragen wir vom Punkt C aus drei gleiche Lingen auf.
Der zweite Teilpunkt s2i mit By, und der dritte mit A; bezeichnet,
wihrend der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden AA;, BB, St
sei. Die den Schnittpunkt S, enthaltende Gerade p, || p schneidet
die Gerade der Punkte A, B, C im Punkt Dj, der mit den Punkten
A, B, C einen Punktquadrupel bildet, fiir den (ABCDy) = 3/2 gilt.
Es ist klar, dass die Richtigkeit dieser Konstruktion auf dem be-
kannten Satz von Pappus begriindet ist. Werden die Teilpunkte
A1, B1 mit Bg, Az bezeichnet, so wird die den Schnittpunkt Sz der
Verbindungsgeraden AA,, BB, enthaltende Gerade p, | p die Gerade
der Punkte A, B, C im Punkt Dz schneiden, der im Punktquadrupel
A, B, C, Ds das Doppelverhiltniss (BACDg) = 3/2 bildet.

Auf dieselbe We'se, mittels einer den Punkt B enthaltenden
Geraden p, erhidlt man die Punkte Ds, D4, die in den Punktquad-
rupeln A,B,C,D3 und A,B,C, Dy die Doppelverhiltnisse (ACBDj) =
= 3/2 und (CABDy) = 3/2 bilden. (Abb. 1 b)). Mittels der durch
den Punkt A gelegten Geraden p bekommt man ebenso die Punkte
D;, Dg, die die Doppelverhiltnisse (BCAD;) = 3/2 und (CBADg) =
= 3/2 Lbilden. Was fiir den Wert 3/2 gilt, kann selbstversténdlich
fiir jeden Wert des Parameters A ausgefiihrt werden. Da bei der
Konstruktion der Punkte D, (n = 1—6) alle mo6glichen Varianten in
Betracht genommen wurdsn, bei denen es sich um die Bildung der
Doppelverhiltnisse des Punktquadrupels A4, B, C, D, mit gegebenem
Werte 1 = 3/2 handelte, folgt offenbar, dass fiir jeden Punkttripel
A, B,C auf einer Geraden jedem Werte eines Parameters 4 eine
Gruppe von sechs Punkten D, zugeordnet ist, die mit den Punkten
A, B, C ein Doppelverhiltnis des gegebenen Wertes bilden.

Dies gilt fiir alle Werte des Parameters A mit Ausnahme der
Werte 4 =0, = 1,00, Fiir 1 = 1 fallen die Punkte Dj, Dz in den
Punkt C, die Punkte D3, Dy in den Punkt B und die Punkte Dj, Ds
.in den Punkt A. Es ‘st auf Grund des Konstruktionsprozesses leicht
zu erkennen, dass auch die Punkte Djy_g, fiir 1 = 0 und 1 = oo, in
die Punkte A, B, C fallen. Aus Abb, 1 a) ist leicht zu ersehen, dz3
wegen A; = Bs und A = By auch folgendes gilt: (ABCDy) = 1:
(ABCDsy), oder (ABCDs) = 2/3, auf Grund dessen auch (ACBD3) = 1:

(ABCDy) und (BCADj) = 1:(BCADg). Fiir den Wert 4 = —1, aleo
(ABCDy) = -1, wird auch (ABCD3) = -1, da, wie gesagt, (ABCDy)=1:
(ABCD;) = —1, also (ABCDs) = —1 ist. Auf Grund dessen folgt

weiter (ABCDy) = (ABCD;) = (BACDgy), also auch die Tatsache, dass
die Punkte Dy, D zusammenfallen. Auf dieselbe Weise fallen auch
fiir 4 = —1 die Punkte Ds, Dy und Ds, D¢ zusammen. Es folgt also:
L'egen drei Punkte A, B, C auf einer Geraden, so bestehen auf dieser
Geraden nur drei Punkte D, die mit den Punkten, 4, B, C drei har-
monische Punktquadrupel bilden.

2. Unter den bekannten Eigenschaften des Reyeschen tetrae-
dralen Strahlenkomplexes befindet sich auch die folgende: Alle
Strahlen des Reyeschen tetraedralen Strahlenkomplexes, die einen
Punkt einer Seitenebene des Haupttetraeders dieses Komplexes
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enthalten, liegen in einer Ebene, die den dieser Seitencbene gegen-
liberligenden Eckpunkt des Haupttetraeders enthilt. Es seien nun
auf Abb. 2 die Punkte A, B, C, D die Eckpunkte des Haupttetraeders,
und die diesen Eckpunkten gegeniiberliegenden Seitenebenen seien
mit a, B, 7, 0 bezeichnet. Man wihle jetzt in der Ebene a einen Punkt
K, und Ziehe in dieser Ebene eine den Punkt K enthaltende Gerade,

die die Kante im Punkt A schneidet. Die Verbindungsgerade
CK schneide die Kante BD im Punkt C. Alle Geraden des Punktes

K in der Ebene (AZK) sind Strahlen desjenigen Reyeschen tetrae-
dralen Strahlenkomplexes des Haupttetraeders ABCD, fiir den der

Abb. 2.

Wert der charakteristischen Invariante dem Werte eines der Doppel-
verhdlinisse des Punktquadrupels A, B, C, D gleich ist. Dies gilt fiir
alle Strahlen dieses Strahlenbiischels (K) in der Ebene (AAK),
ausser den Strahlen KA und KA, da diese zu jedem tetraedralen
Strahlenkomplexe des Haupttetraeders ABCD gehéren,

Legen wir durch einen beliebigen Strahl 1 des Strahlenbiischels
(K) Ebenen, al, 8!, 1, 6! die die Eckpunkte A, B, C, D enthalten. Die
Ebenen o, g1, 91, 6! eines jeden den Strahlen 1 angehérigen Ebenen-
quadrupels schneiden die Kante BD in Punkten A, B, C, D, wobei auf
Grund des bekannten Pappusschen Satzes (ABCD)=(a!, 446" =1
und fiir 1 als Parameter durch entsprechende Annahme des Punktes
A ein beliebiger Wert angenommen werden kann, der dem Werte
der charakteristischen Invariante des auf diese Weise bestimmten
tetracdralen Strahlenkomplexes gleich ist. Werden die Schnittpunkte
der Komplexstrahlen und der Seitenebenen a, f,y, § des Hauptte-
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traeders ABCD mit Al, B, C!,. D! bezeichnet, so gilt, wie bekannt,
auch (A! B! C! D!) = (a! g ! §') = (ABCD) = 1. Auf Grund des
7 Pappusschen Satzes ist klar, dass es fiir unsere Ausfiihrungen ganz
(_gleich ist, in welcher der Seitenebenen wir den Punkt K wihlen,

'Zg;a die Ebenen lA = ¢!,1B = f1,1C = 1, 1D = §! in jedem Falle
/dieselben bleiben.
| In jedem Strahlenkomplex gibt es 003 Strahlen, wihrend sich

/im Raume oo* Geraden befinden. Auf Grund von (A!B!C!D! =

= (o ! 91 81) = (ABCD) = 1 wird fiir jeden Wert des Parameters A
eine Ebene der Verbindungsgeraden AK bestimmt, durch die weiter
auch ein Reyescher tetraedraler Strahlenkomplexes des Hauptte-
traeders ABCD bestimmt ist. Alle so bestimmten tetraedralen
Strahlenkomplexe des Haupttetraeders ABCD, die ausser der Gera-
den der Eckpunkte und den Geraden der Seitenebenen dieses
Haupttetraeders keine Strahlen gemeinsam haben koénnen, bilden
einen Strahlenkomplexbiischel tetraedraler Strahlenkomplexe, deren
Strahlen alle Geraden des Raumes umfassen, Auf Grund dessen
sehen wir auch, dass der Punkt K in unseren Betrachtungen in
einer beliebigen der Seitenebenen a, 8,7, angenommen werden
kann, da wir in jedem Falle denselben Strahlenkomplexbiischel.
derselben ool tetraedralen Strahlenkomplexe des Haupttetraeders
ABCD erhalten,

Es kann also behauptet werden, dass durch jeden Punkt A4, auf
der Kante BD und durch den gegebenen Punkt K in der Seitenebene
a, ein Reyescher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders
ABCD bestimmt ist, bei dem jeder Wert seiner sechs charakteristi-
schen Invarianten einem Werte der sechs ungleichwertigen Doppel-
verhéltnisse des Punktquadrupels A, B, C, D gleich ist. Es ist klar,
dass nebst dem festen Punkte K auch der Punkt C auf der Kante
BD fest liegt, wihrend fiir die verschiedenen Werte A nur der Punkt
‘A, verschieden ist, ' ‘

Will man nun die Zahl der Reyeschen tetraedralen Strahlen-
komplexe des Haupttetraeders ABCD feststellen, bei denen die eine
der charakteristischen Invarianten einen gegebenen Wert 1 hat, so
kann auf Grund unserer Betrachtungen diese Aufgabe durch die
folgende ersetzt werden:

Wie viele Punkte A, gibt es auf der Kante BD, die mit den
festen Punkten B, C, D Punktquadrupel bilden, bei denen einer der
sechs Werte ihrer 24 Doppelverhiltnisse gleich dem gegebenen
Werte 1 ist.

Im Absatz 1. dieser Arbeit haben wir gesehn, dass es fiir jeden
Wert des Parameters 4, ausser 1 = + 1,0, 0o, sechs derartige Punkte
Ap gibt, also damit auch sechs der oben beschriebenen Reyeschen
tetraedralen Strahlenkomplexe des Haupttetraeders ABCD durch
jeden Wert A bestimmt ist. Es gilt also auch der folgende Satz:
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Durch jeden Wert des Parameters A, ausser den Werten [ =
— -+ 1,0, 00, ist in dem Strahlenkomplexbiischcl der tetraedralen
Strahlenkomplexe eines Haupttetraeders ein Sextupel dieser Strah-
lenkomplexe bestimmt, fiir den der Wert einer charakteristischen
Invariante dem gcgebenen Werte des Parameters 1 gleich ist.

3. Die durch de Werte 1 =1,0,00 bestimmten tetraedralen
Strahlenkomplexe sind fiir unsers Befrachtungen nicht interes-
sent, da diese in die Komplexe der Schnittgeraden der Kanten des
Haupttetraeders zerfallen. Auf Grund der Betrachtungen nach
Absatz 2. ist klar, dass €5 auf der Kante BD des Haupttetraeders

drei Punkte A, gibt, die m't den festen Punkten B, C, D harmoni-
sche Punktquadrupel kilden. Es gilt also auch folgender Satz:

In jedem Strahlenkomplexbiischel der Reyeschen tetraedralcn
Strahlcnkomplexe eincs Haupttetraedors befinden sich immer drei
dicser Strahlenkomplexe, fiir die cine charakteristische Invariante
gleich —1 ist

Man koénnte dies auch so ausdriicken:

Jeder Strahlenkomplexbiischcl der Reyeschen tetraedralen
Strahlenkomplexe eincs Haupttetraeders besitzi drei harmonische
-Reyesche tetraedrale Strahlenkomplexe.

4. In der Arbeit [1] wurden zwei Bilischel Rey escher tetraedra-
ler Strahlenkomplexe zweler Haupttetraeder unter anderem auch
auf folgende Weise projektiv zugeordnet: Zuerst wurden den Eck-
punkten A, B, C, D und den gegenliberliegenden Seitencbenzn

@, B, 7, 0 eines der Haupttetraeder die Eckpunkte 4, B, C, D und

die ihnen gegeniiberliegenden Seitenebenen g, f, y, 4 des zweiten
Haupttetraeders so zugeordnet, dass die Paare zugeordneter Eck-
punkte und Seitenebenen gleiche Bezeichnungen tragen. Werden
jetzt die Schnittpunkte der Komplexstrahlen und der Seitenebenen
a, B, y, 6 des ersten Haupttetraeders mit A, By, C,, D: bezeichnet,
und e diese Strahlen und die Eckpunkte 4, B, C, D enthaltenden
Ebenen m't an, fn, yn, 0r, wihrend dies beim zweiten Haupttetraeder

die Schnittpunkte Ay, By, Cn, Dn und die Ebenen am, fu, yn, 0n sind,
<o werden die tetraedralen Komplexbiischel dieser zwei Hauptte-
treeder auch dann projektiv zugeordnet, wenn (A, B, Cu Dp =
= an fnyn On = (A Bn Cp Dn) = (21 fn yn 0a) ist, wobei durch jeden
Index n e'n Reyescher tetracdraler Strahlenkomplex des ersten
Haupttetraeders und ein solcher des zweiten Haupttetraeders be-
stimmt ist. Der Wert dieser Doppelverhéltnisse fiir jedes n ist der
gemeinsame Wert der charakteristischen Invarianten zweier in
diesen Biischeln zugeordneten Strahlenkomplexe, und es ist offen-
sichtlich, dass dies auch fiir die fiinf anderen Paare charakteristi-
scher Invarianten dieser zwei Strahlenkomplexe gilt.

In unseren weiteren Ausfithrungen werden wir die Rey eschen
tetraedralen Strahlenkomplexe des Haupttetraeders ABCD den
Reyeschen tetraedralen Strahlenkomplexen des Haupttetraeders
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ABCD auf folgende Weise zuordnen: Im Absatz 2. fithrten wir aus,
dass fiir jeden Wert des Parameters /1 in dem tetraedralen Strahlen-
komplexbiischel ein Sextupel Reyescher tetraedraler Strahlen-
komplexe des Haupttetraeders so bestimmt ist, dass diesem Werte
der Wert einer charakteristischen Invariante dieser sechs Strahlen-
komplex= gleich ist. Auf Grund dessen wird durch jeden Wert des
Parameters 1 einem Sextupel Reyescher tetraedraler Strahlen-
komplexe des Haupttetraeders ABCD ein Sextupel derartiger

Strahlenkomplexe des Haupttetraeders ABCD zugeordnet, mit
Ausnahme der Werte 1 =0, 1,00. Je einem tetraedralen Strahlen-
komplex eines derartigen Sextupels sind andere fiinf dieser Sex-
tupel des ersten Haupttetraeders, sowie auch alle sechs des zugeord-
neten Sextupel des zweiten Haupttetraeders zugeordnet, und da-
durch sind auch die zwei zugeordneten Sextupel bestimmt.

Mittels derartiger Zuordnung soll folgende Aufgabe gelost
werden: Es soll der geometrische Ort jener Geraden im Raum auf-
gesucht werden, die die Seitenebenen zweier gegebener Tetraeder
in zwei Punktquadrupeln schneiden, bei denen wenigstens einer der
24 Doppzalverhiltnisse des ersten Punktquadrupels wenigstens einem
der 24 Doppelverhiltnisse des zweiten Punktquadrupels gleich ist.
Wie bekannt, handelt es sich hier immer um den Wert einer der
sechs gleichwertigen Gruppen von vier Doppelverhiltnissen in
jedem Punktguadrupel.

Auf Grund der bekannten Eigenschaften der Reyeschen
tetracdralen Strahlenkomplexe und unserer bisherigen Betrach-
tungen folgt, dass durch jeden Wert des Parameters 1 jeder Punkt
des Raumes die gemeinsame Spitze von sechs Komplexstrahlen-
kegel 2. Grades ist, die die Eckpunkte des Haupttetraeders ent-
halten. Jede Erzeugende dieser sechs Kegel schneidet die Seiten-
ebenen dieses Haupttetraeders ABCD im Punktquadrupel, fiir das
der Wert eines seiner 24 Doppelverhiltnisse dem gegebenen Werte
von 4 gleich ist. Dasselbe gilt fiir die Strahlenkomplexe des ersten,
wie auch des zweiten Haupttetraeders, selbstverstindlich in jedem
Punkte des Raumes. Die gemeinsamen Erzeugenden dieser zum
ersten und zweiten Haupttetraeder gehdrenden Kegel in jedem
Punkte des Raumes werden also «den geometrischen Ort der vorher
gesuchten Geraden bilden, ausgenommen die die Eckpunkte beider
Haupttetraeder enthaltenden Erzeugenden. Jeder dem ersten
Haupttetraeder angehorige Kegel 2. Grades jedes Raumpunktes
durchdringt die sechs dem zweiten Haupttetraeder angehOrigen
Kegel 2. Grades desselben Raumpunktes in 24 gemeinsamen Erzeu-
genden. Die sechs dem ersten Haupttetraeder angehorigen Kegel
jedes Raumpunktes haben also mit den sechs derartigen Kegeln des
zwelten Haupttetraeders 6 . 24 = 144 Erzeugende gemeinsam,

Alle in einer Ebene liegenden Strahlen eines Reyeschen
tetraedralen Strahlenkomplexes hiillen, wie bekannt, eine Kurve 2.
Klasse en, die alle vier Seitenebenen des zu diesem Komplex
gehorenden Haupttetraeders keriihren. Auf Grund dessen kann
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ganz einfach dual geschlossen werden, dass sich auch in jeder Ebene
des Raumes 144 Gerade befinden, die als gemeinsame Strahlen der
zwel Reyeschen Strahlenkomplexe die Seitenebene ihrer Haupt-
tetracder in Punktquadrupeln schneiden, in denen eines der 24
Doppelverhiltnisse des ersten Punktquadrupels den gleichen Wert
wie eines der 24 Doppelverhilinisse des zweiten Punktquadrupels
haben wird.

Die vorher besprochene Aufgabe hat also folgende Losung:

Alle Geraden des Raumes, die die Seitenebenen zweier gegebe-
ner Tetraeder in derartigen zwei Punktquadrupeln schneiden, in
denen einer der sechs Werte der 24 Doppelverhiltnisse des ersten
Punktquadrupels einem festen im voraus gegeneben Werte der sechs
Werte der 24 Doppelverhiltnisse des zweiten Punktquadrupels
gleich ist, bilden eine Strahlenkongruenz 144-ten Ordnung und
Klasse, also 144-ten Grades.

Jedem festen im voraus gegebenen Werte 1 ist also eine solche
Strahlenkongruenz zweier Tetraeder zugeordnet.

Auf Grund der bekannten Eigenschaften des Reyeschen tetrae-
dralen Strahlenkomplexes gilt auch der folgende dem obigen duale
Satz:

Alle Geraden des Raumes, deren die Eckpunkte zweier Tetrae-
der enthaltende Ebenen zwei Ebenenquadrupel bilden, fiir die einer
der sechs Werte der 24 Doppelverhiltnisse des ersten Ebenenquad-
rupels einem festen im voraus gegebenen Werte der sechs Werte der
24 Doppelverhiltnisse des zweiten Ebenenquadrupels gleich ist,
bilden eine Strahlenkongruenz 144-ten Grades.

Auf Grund dessen, dass jedem Werte des Parameters 4 eine
derartige Strahlenkongruenz zugeordnet ist, folg, dass durch alle
Werte des Parameters 4 €in Biischel derartiger Strahlenkongruen-
zen 144-ten Grades bestimmt ist,

5. Im Absatz 3. dieser Arbeit haben wir gesehn, dass jeder Bii-
schel der R ey eschen tetraedralen Strahlenkomplexe eines Haupt-
tetraeders drei harmonische Strahlenkomplexe (fiir 1 = — 1) enthilt.
Jeder Raumpunkt ist also die gemeinsame Spitze dreier zu diesen
drei harmonischen Strahlenkomplexen geh6rden Strahlenkegln 2.
Grades, die die Eckpunkte des Haupttetraeders enthalten. Sind im
Raum durch zwei Haupttetraeder zwei Biischel Reyscher tetrae-

_draler Strahlenkomplexe bestimmt so laufen also durch jeden
Punkt im Raum 3.4.3 = 36 gemeinsame Strahlen der harmonischen
Strahlenkomplexe dieser zwei Strahlenkomplexe dieser zwei Strah-
lenkomplexbiischel, von denen immer einer der harmonischen
Strahlenkomplexe zum ersten und der zweite zum zweiten Strahlen-
komplexbiischel gehoren.

Wie obenen kann auch hier bewiesen werden, dass sich in jeder
Ebene des Raumes 36 derartige gemeinsame Komplexstrahlen
befinden. Es gelten also folgende Sétze:
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a) Alle Geraden des Raumes, deren Schnittpunkte mit den
Seitenebenen zweier Tetraeder harmonische Punktquadrupel bilden,
bilden eine Strahlenkongruenz 36-ten Grades.

b) Alle Geraden des Raumes, deren die Eckpunkte zweier
Tetraeder enthaltende Ebenen zwei harmonische Ebenenquadrupel
bildel, bilden eine Strahlenkongruenz 36-ten Grades.

6. Die Schnittpunkte der Geraden und der Seitenebenen a, g,
v, 8, bzw. a, B, y, 0 zweier Tetraeder ABCD, bzw. ABCD, bezeichne

man mit Ay, By, Cp, Dy, bzw. An, Bn, Cn, D,. Die Geraden, fiur die
(An, By, Cu, Dn) = 1 gilt, bilden, wie schon im Absatz 2. erwtihnt,
wurde, einen Biischel Reyescher tetraedraler Strahlenkomplexe
des Haupttetraeders ABCD, wobei durch jeden Wert von 1 ein
Strahlenkomplex dieses Buschels bestimmt ist. Durch die Gleichung

(An Bn Cr uD) = u ist ein zweiter derartiger Strahlenkomplexbiischel
des Haupttetraeders ABCD bestimmt, bei dem durch die Werte des
Parameters p gewisse Strahlenkomplexe dieses Biischels bestimmt
sind. Auf Grund der bekannten Eigenschaften der Doppelverhéilt-

nisse ist klar, dass wegen (An Bx Cn Du) = 4 und (An B, Cu Dy) =
auch (Dn Cn Bn An) = (Cn Dpn An Bn) = (Bn An Dn Cn) = A, und

(Dy Cp By Ap) =(Cr D, Ay By} = (Bp Az Dy Cn) o gilt. Derartige vier
Doppelverhdltnisse gleichen Wertes eines Punktquadrupels oder
eines Ebenenquadrupels haben wir schon oben als eine Gruppe
gleichwertiger Doppelverhiltnisse bezeichnet. Setzen wir jetzt 1=p,

bZW (An Bn Cn Dn) (An Bn C" DN)

Durch eine derartige Zuordnung werden diese zweil Strahlen-
komplexbiischel projektiv zugeordnet, und man bekommt als ihr
Erzeugnis einen Strahlenkomplex wvierten Grades.. Jedem tetrae-
dralen Strahlenkomplexe des ersten Biischels wurde auf diese Weise
ein solcher tetraedraler Sfrahlenkomplex des zweiten Biischels
zugeordnet, so dass einander zugeordnete Strahlenkomplexe gleich-
namige Doppelverhilinisse gleichen Wertes haben. Es ist hier nicht
ndtig zu erwdhnen, dass auch die anderen fiinf Werte der charak-
teristischen Invarianten in Paaren gleich sind, Alle Strahlen des
erhaltenen Strahlenkomplexes vierten Grades schneiden also die
Seitenebenen der beiden Haupttetraeder in Punktquadrupeln, in
denen gleichnamige Doppelverhiltnisse den gleichen Wert haben.
Dies gilt dann auch fiir die Ebenenquadrupel der die Eckpunkte der
Haupttetraeder enthaltenden Ebenen dieser Strahlen.

BEs gibt in jedem Punkt- und Ebenenquadrupel sechs Dop-
pelvarhiltnissgruppen, wobei jede dieser Gruppen aus vier gleich-
wertigen Doppelverhilinissen besteht, und die sechs Werte dieser
Gruppen untereinander abhanglg sind. In den Punktquadrupeln

Ay, By, Cp, Dy und An, Bn, Cn, Dn der betrachteten Schmttpunkte mit

den Seitenebenen der Haupttetraeder ABCD und ABCD nehme
man als Vertreter der erwihnten sechs Gruppen gleichwertiger



116 Vilko NiCe, Zagreb,

Doppelverhdltnisse folgende Doppelverhiltnisse an: (A. B, C, Dy),
(Bn AnCn Dy), (AnCnBnDy), (Cr Ay By 1_)7;), (En Chn An D,), (CaByAn Dy)

und (An Ba Co Dy), (Ba An Cn Dp), (An Cn By Da), (Cn An B Dy), (Bn Ch

An Dp), (Cn By An Dy}, Mit jedem Wert des Parameters 1 wird durch
die Gleichung (As Bx C» Dp) = 1 ein Reyescher tetraedraler Strah-
lenkomplex des Haupttetraeders ABCD bestimmt, und dasselbe gilt
auch fiir die anderen fiinf Doppelverhiltnisse des ersten, wie auch
fiir die sechs des zweiten Haupttetraeders.

Man gebe jetzt enem Vertreterdoppelverhiltnisse der Gruppe
des ersten Haupttetraeders und einem der Vertreterdoppelverhilt-
nisse der Gruppe des zweiten Haupttetraeders gleiche Werte. Z. B.
(Br Ay Cu D) = (Cy AwBpDy) = A Es sind auf diese Weise wieder
zwei projektiv zugeordnete tetraedrale Strahlenkomplexbiischel der
Haupttetraeder ABCD und ABCD bestimmt, wenn auch diese
zwel gleichwertigen Doppelverhiltnisse nicht gleichnamig sind.
Vertauscht man némlich die Bezeichnungen der Eckpunkte B, C
des Haupttetraeders ABCD, so wird im Raum bei der projektiven
Zuordnung dieser zwei Komplexbiischel gar nichts neues geschehen,
aber die zwei ungleichnamigen Doppelvarhiltnisse verwendeln sich
in zwej gleichnamige, und dadurch werden diese zwei Strahlen-
komplexbiischel wie die schon erwihnten projektiv zugeordnet.
Jeder Wert des Parameters 1 bestimmt durch die Gleichung
(Br An Cy D)) = (Cy, Ay Ba D) = i einem Strahlenkomplex vierten
Grades.

Auf ganz dieselbe Welse kann jedes Vertreterdoppelverhaltnis
der ersten Gruppe enem Vertreterdoppelverhiltnis der zweiten
Gruppe zugeordnet werden. Man erhilt also bei diesen Zuordnungen
6 - 6 = 36 Paare projektiv zugeordneter tetraedraler Strahlenkom-
plexbiischel, von denen jedes Paar dieser projektiv zugeordneten
Blischel einen bekannten Strahlenkomplex vierten Grades erzeugt.
Man hat also 36 Strahlenkomplexe vierten Grades erzeugt, deren

Strahlen die Seitenebenen der Haupttetraeder ABC D und ABCD
in Punktquadrupeln schneiden, in denen der Wert eines Doppel-~
verhéltnisses des ersten Punktquadrupels dem Werte eines der
Doppelverhéltnisse des zweiten Punktquadrupels gleich ist. Es ist
klar, dass -diese zwei Doppelverhilinisse nicht gleichnamig sein
miissen, wie auch alle zugeordneten Paare nicht denselben Wert
haben werden, Jeder Raumpunkt ist also diz gemeinsame Spitze
von 36 Kegeln vierter Ordnung und in jeder Ebene liegen 36 Kurven
vierter Klasse, die aus den Strahlen dieser Komplexe als Erzeugen-
den bzw. Tangenten, zausammengesetzt sind. Auf jeder gemeinsamen
Erzeugenden dieser 36 Kegel vierter Ordnung in jeden Raumpunkt,

die keinen Eckpunkt der zwei Haupttetraeder ABCD und ABCD
enthilt, und auf jeder geme'nsamen Tangente der-36 Kurven vierter
Klasse in jeder Ebene des Raumes, die in keiner Seitenebene der
zwei erwidhnten Haupttetraeder liegt, befinden sich also zwei nicht
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gleichwertige Doppelverhiltnisse im Schnittpunktquadrupel mit den
Seitenebene des ersten Haupttetraeders und zwei nicht gleichwertige
Doppelverhiltnisse im Schnittpunktquadrupel mit den Seitenebenen
des zweiten Haupttetraeders, bei denen die Werte in Paaren gleich
sind. In jedem Paar befindet sich offensichtlich ein Doppelverhiltnis
beziiglich des ersten und ein Doppelverhiltnis bezliglich des zweiten
Haupttetraeders,

Da die 36 Kegel vierter Ordnung in jedem Raumpunkt die acht
die Eckpunkte der Haupttetraeder enthlatenden Erzeugenden immer
gemeinsam haben, so bestehen fiir jede zwei derartige Kegel nur
acht weitere gemeinsame Erzeugende, die die Eckpunkte nicht ent-
halten. Jeder Punkt des Raumes enthilt also 8 . (326) = 5040 der-
artige gemeinsame Erzeugende der beschriebenen 36 Kegel vierter
Ordnung, die die Eckpunkte der zwei Hauptietraeder nicht ent-
halten. Ebensoviele derartige Geraden befinden sich auch in jeder
Ebene des Raumes, was sehr leicht dual nachzuweisen ist. Auf
Grund aller dieser Betrachtungen gilt also auch folgender Satz:

Alle Geraden des Raumes, die die Seitenebenen zweier Tetrae-
der in derartigen zwei Punktquadrupeln schneiden, in denen sich
zwei verschiedenwertige Doppelverhdltnisse im ersten und zwei
ebensolche im zweiten Punktquadrupel befinden, die in Paaren
gleiche Werte haben, bilden eine Strahlenkongruenz 5040-ten Grades.

Ordnen wir bei der beschriebenen Zuordnung der Vertreter-
doppelverhéltnisse nur die gleichnamigen einander zu, also: (A, Bx

CnDy) = (AnBuCr Dy), (BnAn CyDy) = (Br AnC D)) u. s. w., sO
erhdlt man als Erzeugnisse dieser sechs Paare projektiv zugeord-
neter Strahlenkomplexbiischel nur sechs der oben erwihnten Strah-
lenkomplexe vierten Grades. Jeder Punkt des Raumes ist also die
gemensame Spitze der sechs Strahlenkegel dieser Strahlenkom-

plexe und durch jeden Raumpunkt laufen 8 . ( g) = 120 gemein-

same Erzeugende dieser Kegel. Auch hier muss die Tatsache beriick-
sichtigt werden, dass die sechs Strahlenkegel jedes Raumpunktes die

Eckpunkte der Haupttetraeder ABCD und ABCD enthalten. In
jeder Ebene des Raumes befindet sich selbstverstindlich die gleiche
Zahl derartiger Geraden. Auf Grund dessen gilt auch folgender Satz:
Alle Geraden des Raumes, die die Seitenebenen zweier Tetraeder
in derartigen zwei Punktquadrupeln schneiden, dass sich in jedem
dieser Punktquadrupel zwei ungleichwertige Doppelverhiltnisse
befinden, die in Paaren gleichwertig und gleichnamig sind, bilden
eine Strahlenkongruenz 120-ten Grades.

Offenbar ist diese Strahlenkongruenz 120-ten Grades ein Be-
standteil der Strahlenkongruenz 5040-ten grades. Ersetzt man die
Punktquadrupel der Schnittpunkte durch die Ebenenquadrupel der
die den Seitenebenen gegeniiberliegenden Eckpunkte enthaltenden
Ebenen, so erhélt man den letzten zwei Sitzen duale Sitze fiir die-
selben zwei Strahlenkongruenzen.
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7. In jedem tetraedralen Strahlenkomplexbiischel eines Haupt-
tetraeders befinden sich drei harmonische tetraedrale Strahlen-

komplexe. Durch zwei Haupttetraeder ABCD und ABCD sind zwei
derartige Strahlenkomplexbiischel bestimmt, und in jedem dieser
Biischel befinden sich drei tetraedrale Strahlenkomplexe, deren

Strahlen die Seitenebenen des Haupttetraeders ABCD, bzw. ABCD
in harmonischen Punktquadrupeln schneiden, Die gemeinsamen
Erzeugenden der sechs Strahlenkegel zweiter Ordnung dieser sechs
Strahlenkomplexe in jedem Raumpunkt werden also die Seitenebe-
nen des ersten und des zweiten Haupttetraeders in harmonischen
Punktquadrupeln schneiden. Die Zahl dieser gemeinsamen Erzeu-
genden betrdgt 3.3 .4 =36, da bei der Durchdringung dieser
Strahlenkegel nur die zu zwei verschiedenen Haupttetraedern ge-
hérenden Kegel in Betracht kommen, Man weiss schon, dass dieselbe
Zahl derartiger Geraden sich auch in jeder Ebene des Raumes
befindet, so dass auch folgender Satz gilt:

Alle Geraden des Raumes, die die Seitenebenen zweier Tetrae-
der in zwei harmonischen Punktquadrupeln schneiden, bilden eine
Strahlenkongruenz 36-ten Grades.

Es ist offensichtlich, dass auf Grund der bekannten Eigen-
schaften der Reyeschen tetraedralen Strahlenkomplexe auch der
folgende duale Satz gilt:

Alle Geraden des Raumes, deren die Eckpunkte zweier Tetrae-
der enthalten Ebenen zwei harmonische Ebenenquadrupel bilden,
bilden eine Strahlenkongruenz 36-ten Grades.,

Es ist klar, dass auch diese Strahlenkongruenz ein Bestandteil
der zwei letzten ist.
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PARAMETARSKE SESTORKE REYEOVIH TETRAEDRALNIH
KOMPLEKSA JEDNOG I DVAJU GLAVNIH TETRAEDARA

Vilko Niée, Zagreb
SadrZaj

Poznato je, da istoimeni dvoomjeri probodiSta zraka Reyeovog
tetraedralnog kompleksa s pobolnim ravninama njegovog glavnog
tetraedra, imaju jednaku vrijednost. Ova se vrijednost zove prva
karakteristi®na invarijanta tog kompleksa. No to je samo jedna od
karakteristi¢tnih invarijanata tog kompleksa, jer on ima jo§ i dalj-
njih pet, koje su o prvoj ovisne, §to proizlazi iz &injenice, da svaka
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tetvorka toéaka na nekom pravecu ima 24 dvoomjera sa Sest skupina
od po &etiri dvoomjera jednakih vrijednosti. Vrijednost ovih dvo-
omjera probodista jednaka je vrijednosti dvoomjera etvorke ravni-
na poloZenih tim zrakama i nasuprotnim vrhovima glavnog tetra-
/" edra. Pod istoimenim dvoomjerima razumijevamo uvijek one dvo-
omjere, kod kojih se probodiSta s istim pobotnim ravninama nalaze
uvijek na istom mjestu tih dvoomjera. Analogno vrijedi i za isto-
imene dvoomjere &etvorki ravnina zraka takvog kompleksa, koje
prolaze vrhovima mjegovog glavnog tetraedra.

Zadamo li po volji neku vrijednost 1, koja neka je prva karakte-
ristifna invarijanta jednog Reyeovog tetraedralnog kompleksa ne-
kog zadanog glavnog tetraedra ABCD, moZe se postaviti pitanje,
da li je ovom zadanom karakteristiénom invarijantom 1 i ovim zada-
nim glavnim tetraedrom ABCD odreden samo jedan Reyeov
tetraedralni kompleks, ili moZda njih vise? U ovoj radnji pokazano
je, da takvih kompleksa postoji Sest. Dokaz za ovo svodi se na ovu
ginjenicu: Zadamo li na nekom pravcu po volji tri tocke A,B,C i
vrijednost 4, tada na tom pravcu postoji Sest totaka Dy, kojima Ce
jedan, a prema tome i daljnja tri, izmedu 24 dvoomjera éetvorke,
A, B, C, D, imati zadanu vrijednost 1. Ti dvoomjeri su ovi: (ABCDy)=
= (BACD3) = (ACBDj) = (CABDy) = (BCAD;) = (CBADg) =1.

Spomenuti dokaz oslanja se na ovu osobinu Reyeovog tetrae-
dralnog kompleksa: Sve zrake R ey eovog tetraedralnog kompleksa
nekog glavnog tetraedra ABCD, koje prolaze jednom totkom jedne
pobotke tog tetraedra, &ine pramen pravaca, kojeg ravnina sadrZi
toj pobotki masuprotni vrh tog tetraedra. Neka je totka K u ravnini
pobotke ABC vrh takvog pramena zraka nadeg kompleksa. Posta-
vimo 1i bilo kojom zrakom ovog pramena i vrhovima A, B, C, D
glavnog tetraedra ravnine, sjeéi ¢e one brid AB u totkama A, B,
C, D. Otito je, na temelju Pappusova stavka, da je (ABCD) =1
jedna karakteristi®na invarijanta tog tetraedralnog kompleksa, ako
su C, D sjecista tog brida ravninama, koje prolaze vrhovima C, D.
Ravnina, koja prolazi vrhom D, je odito ista za svaku zraku tog pra-
mena zraka. Uzmemo 1i sada spojnicu KD kao os pramena ravnina,
a u svakoj toj ravnini pramen zraka vrha K, bit ¢e svakim tim pra-
menom odreden po jedan Reyeov tetraedralni kompleks zadanog
glavnog tetraedra ABCD, kojemu ée prva karakteristiéna invari-
janta imati vrijednost (ABCD.) = 1 gdje je D sjeciSte brida AB
sa svakom takvom ravninom spojnice KD, Buduéi da je jednim
glavnim tetraedrom odredeno oo! Reyeovih tetraedralnih kom-
pleksa, to ¢ée pramenom ravnina spojnice KD na opisani na¢in biti
zadani svi takvi kompleksi tog glavnog tetraedra. Kako su kod sije-
denja brida AB s ravninama svake zrake totke K, bilo u kojoj
ravnini spojnice KD, koje prolaze vrhovima A, B, C, D, totke A, B
i C ostale iste, to je prema tome na opisani naéin svakom totkom

D, na bridu AB, uz zadanj vrh K u ravnini ABC, odreden po jedan
Reyeov tetraedralni kompleks glavnog tetraedra ABCD.




120 Vilko Nice, Zagreb,

Spomenuli smo veé, da uz ¢évirste totke A, B,C na bridu AB
postoji na tom bridu Sest totaka D, tako, da one s totkama A, B, C
%ine dvoomjere jednakih vrijednosti. Izlazi dakle, da mi sve Reyc-
ove tetraedralne komplekse pramena takvih kompleksa jednog
glavnog tetraedra moZemo razdijeliti u co! grupa po Sest takvih
kompleksa s karakteristiénim invarijantama jednakih vrijednosti.

Buduéi da je (ABCDy) = 1: (BACDy), $to dakako vrijedi i za
preostalih pet spomenutih dvoomjera toéaka D,, D,, D,, D, i Dy, to

na praveu toéaka A, B, C postoje samo tri totke Dp, koje s totkama

A, B, C ¢ne harmonijske ¢etvorke totaka. Izlazi prema tome, da
unutar svih Reyeovih tetraedralnih kompleksa jednog glavnog
tetraedra postoje uvijek tri, kojima je vrijednost jedne karakteri-
sti¢ne invarijante jednaka —1.

Vidimo dakle, da je svakoj vrijednosti nekog parametra i, osim
A=0, = 1,00, pridruZena jedna Sestorka Reyeovih tetraedralnih
kompleksa za svaki realni tetraedar kao glavni tetraedar tih kom-
pleksa. Iz &injenice, da je Reyeov tetraedralni kompleks kvadratni,
a uz pomoé razmatranja u ovoj radnji, dobiven je ovaj stavak:

Svi pravci prostora, koji poboéne ravnine dvaju tetraedara pro-
badaju u tekvim dvjema Setvorkama toleka, kojimg ée vrijednost
barem jednog od 24 dvoomjera svake ove Getvorke imati neku za-
danu vrijednost A, ¢ine kongruenciju 144-tog reda i razreda.

Ako je 1 = —I1, onda je takva kongruencija 36-tog reda i razre-
da, dok se za 4 =0, 1, o0 raspada ta kongruencija u same linearne
hiperbolitke kongruencije.

Provedemo 1i ove isto za svaku vrijednost parametra 4 za ovakva
dva glavna tetraedra, sadinjavat ¢e svih oo! ovakvih kongruencija
36 kompleksa &etvrtog stupnja. Zajednidke zrake svih ovih kom-
pleksa, koje ne prolaze vrhovima glavnih tetraedara, éine kongruen-
ciju 5040-tog reda i razreda, pa se na taj naéin dobiva ovaj stavak:

Svi pravci prostora, koji pobofne ravnine dvaju tetraedara pro-
badaju u takvim dviema éetvorkama toCaka, kod kojih Ce postojati
takva dva dvoomjéra raznih istovrijednih grupe w prvoj cetvorci
i dva takve dvoomijera w drugoj &etvorci, kojima ée vrijednost po
jednog tog dvoomgjera u prvoj detvorci i po jednog dvoomjera od tih
u drugoj Getvorci, biti jednake, €ine kongruenciju 5040-tog reda i
razreda.

Ako su parovi dvoomjera jednakih vrijednosti u tim dvjema
tetvorkama probodidta istoimeni, onda svi takvi pravei unutar spo-
menute kongruencije 5040-tog reda i razreda ¢&ine kongruenciju
120-tog reda i razreda.

Zamijenimo 1i probodidta zraka s pobotnim ravninama dwvaju
tetraedara s ravninama tih zraka, koje prolaze tim pobo¢nim ravni-
nama nasuprotnim vrhovima tih tetraedara, dobit éemo iste ove
kongruencije, Sto proizlazi iz poznatih sprijeda spomenutih osobina
svakog Reyeovog tetraedralnog kompleksa.

(Primljeno 4. IV. 1958)



